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Problema I (10 puncte)

Fie (M ,-) un monoid cu n>2 elemente, dintre care exact n—1 elemente sunt inversabile. Aratati ca

produsul celor # elemente ale monoidului nu depinde de ordinea factorilor.
Marcel Tena

Solutie.
Fie a unicul element neinversabil al monoidului, iar U(M )=M \{a} multimea elementelor inversabile. Observim

cad U(M) este stabila in raport cu operatia lui M: dacd x,y e U (M), atunci (xy)(y"x’] ) = (y’]x’] )(xy) =e (unde
e este elementul neutru al monoidului), deci xy e U (M ). (3p)

Dacd xeU(M), ardtim cd xa =a . Intr-adevar, daca presupunem contrariul, atunci xa =y eU (M) si rezultd ca
a=x"'yeU(M), fals. Analog se aratd c& ay=a, oricarear fi yeU(M). (3p)

Fie P produsul tuturor elementelor din M, intr-o ordine arbitrara. Folosind observatia initiala, P poate fi scris sub
una dintre formele xay sau xa sau ay,cu x,yeU (M ) . In oricare dintre situatii, rezulta ci P=a . (3p)

Problema a 11-a (10 puncte)

Fie f:R — R o functie care admite primitive.

a) Demonstrati cd nu existd nicio primitivd F :R — R a functiei f'avand proprietatea cad foF =1;.

b) Demonstrati cd nu existd nicio primitivd F :R — R a functiei f avand proprietateaca Fo f =1;.
Gheorghe lurea

Solutie.

Daca goh=1;, atunci functia g va fi surjectiva, iar 4 va fi injectiva. (1p)

O functie injectiva cu proprietatea lui Darboux este strict monotona. (1p)

a) Presupunem, prin absurd, cé ar exista o astfel de primitiva F. Atunci F va fi injectiva si continud, deci va fi strict
monotona. Rezultd ¢d f = F' va avea semn constant, fapt care contrazice surjectivitatea lui 1. (2p)

b) Presupunem, prin absurd, ca ar exista o astfel de primitiva F. Functia f are proprietatea lui Darboux, ca derivatd a
functiei F. Fiind si injectiva, fva fi strict monotona. (1p)

Functia f nu se poate anula pe R . Intr-adevir, si presupunem ci ar exista « € R pentru care f (a) =0. Cum feste

strict monotond, va pdstra semne constante si diferite pe fiecare dintre intervalele (—0,a) si (a,). Rezulta cd F

are punct de extrem global in @, ccea ce contrazice surjectivitatea lui F. (2p)

Deoarece f are proprietatea valorilor intermediare si nu se anuleaza, deducem ca f are semn constant pe R . Atunci
F va fi strict monotona, deci va fi injectiva. Fiind si surjectiva, F este inversabild, iar ipoteza asumata aratd ca f este
inversa sa. Astfel, f'va fi surjectiva, ceea ce intra in contradictie cu faptul ca fare semn constant. (2p)
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